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In questo seminario vorrei trarre spunto da un controesempio alla 

disuguaglianza di Poincaré con peso (vedi [SC]) per fare alcune 

osservazioni circa i legami tra la disuguaglianza di Poincaré con peso 

A e alcune proprietà di A (quali, per esempio, la sommabilità di A, la 

sommabilità di rue proprietà della misura Adx). 

Infine vorrei presentare un esempio patologico di soluzione di 

un’equazione ellittica degenere per discutere dei legami tra 

disuguaglianza di (Sobolev-)Poincaré e proprietà di regolarità di 

soluzioni di equazioni ellittiche degeneri (in particolare per quanto 

riguarda la proprietà di globale limitatezza). 

1. UN CONTROESEMPIO ALLA DISUGUAGLIANZA DI POINCARE’ CON PESO. 

Incominciamo con il definire cosa intenderemo per disuguaglianza di 

(tipo) Sobolev-Poincaré. 

Siano XeLi, (R"), A > 0 q.o. su R", 9 un aperto limitato di R", x(9) < c 

w (9), 1<ps qe< +0. 
loc 

Diremo che vale la disuguaglianza di Sobolev-Poincaré in X(9) (di tipo 

P, q, relativamente a A) se esiste una costante positiva c tale che 

1/q 1/p 
P_(QA): ({ |u|%ax] = c ({ |Du}Padx] per ogni ueX(9). 

P,9 Q Q 

Nel caso in cui p = q diremo che vale la disuguaglianza di Poincaré e 

porremo semplicemente PIA) i Pr,pld). 

Nel caso n = ll possono essere date delle caratterizzazioni 

(generalmente, in termini di condizioni integrali... su A) affinchè 

Pa a valga in X(Q). Ricordiamo, per esempio, una caratterizzazione 

interessante dovuta a G.Talenti e che è alla base di questo seminario 
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(vedi [T], vedi anche [M], 8 1.3 Teorema 2): siano 1 < ps q «+ allora 

FP, al(0:8).2) vale in X((0,a)) = { ueC'([0,a]) : u(a)=0 } se e solo se 

1/q a (p-1)/1 

(1.1) sup (far) (f x Var] | < +0, 

(o) y O<y<a' 

Nel caso generale n = 1 vale la seguente caratterizzazione della 

disuguaglianza di Sobolev-Poincaré in CO) (vedi [S], Teorema 2.2.4l): 

Pa (A) vale in O) se e solo se esiste una costante positiva c 

tale che per ogni compatto K contenuto in £ con frontiera di classe ha 

1/q ( 1/p 

(1.2) ({ ac] <® (ew) 
K 

dove 

(1.3) ES Ka) := inf { Î |pp|Fadx : peCc(Q) con gzl su K } 

Q 

denota la p-capacità di K ripetto alla misura Adx. 

Osserviamo che, tranne il caso unidimensionale, può risultare molto 

difficile stimare la quantità in (1.3) per un arbitrario compatto K c 2 

con frontiera di classe C° e dunque verificare la (1.2). 

Infine ricordiamo le seguenti condizioni sufficienti affinchè valgano 

rispettivamente una disuguaglianza di Poincaré e una di 

Sobolev-Poincaré in c(®) (vedi rispettivamente [MS] e [FKS]). 

Supponiamo che 

(1.4) neL"(9), AleL*(9) con s, t € [1,+0] tali che 

1_p 1 da 
757 e HWpepenli+ 3 

viE 
* 

allora P (9,4) vale in CA). 
p 

Supponiamo che 

(1.5) A soddisfi la condizione di Muckenhoupt (p > 1) 

1 zp-1,_ )P 
(A) sup [misto Î ax] [misto *{ 3 de] | 400, 

p Q Q Q 



dove l’estremo superiore è fatto su tutti i cubi Q di R" con 

facce parallele ai piani cartesiani; 

allora a al) vale in C'(9) per ogni l < p <q p(Firte] (dove e è 

un numero positivo dipendente dal peso A), per ogni 9 aperto limitato 

n 
di R. 

In questo seminario vorrei trattare il caso della disuguaglianza di 

Poincaré quando A è un p-peso su R", cioè A soddisfi 

-1/(p-1) (1.6) A>0 qo. suR", X e X sono in L, (R". 
(el 

I problemi che ci poniamo sono di vedere se vale P_(9,4) in C-(9) nel 

caso di A p-peso e di dare una caratterizzazione "semplice" (cioè, per 

esempio, tipo la (1.1) anche nel caso di insiemi 9 particolari) in modo 

da poter evidenziare meglio i legami con il peso A. 

La risposta al primo problema come vedremo sarà, in generale, negativa 

se n = 2 (vedi Proposizione 1.6); il secondo, nel caso n ® 2, è un 

problema aperto, tranne alcuni casi particolari, come quello 

considerato nella seguente proposizione. 

Denotiamo con B, la palla unitaria aperta di R" e mea Ho la misura 

di Hausdroff (n-1)-dimensionale su R", allora 

Proposizione 1.1 : Supponiamo che A sia della forma 

(1.7) A(x) = g(|x|) SEAL xeB \{0} 

con pu : (0,1) > [0,+0), »v : 6B > [0,+0) e veLl(3B ,H 1199). 
n n Sua 

Allora vale P (B ,A) ( p> 1) se e solo se 
p n 

r si 1/p 1 al -1/(p-1) (p-1)/p 
(1.8) sup (fu dol ({ (10030 do) [ee 

O<r<1 0 
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Dim. : Poniamo g(r) := (0) re(0,1). Supponiamo che P_(B 4) valga 

in CB): allora considerando le funzioni radiali u(x)=v(|x|) segue 

subito che vale P_((0,1),9) sull’insieme { veC- (10,11) : v(1)=0 }. 

Attraverso un argomento di densità segue allora che P_{(0,1),) vale 

su X((0,1)) := { veCl([0,1]) : v(1)=0 } e dunque, dalla (1.1) segue che 

la (1.8) è verificata. 

Viceversa, supponiamo che valga la (1.8), allora dalla (1.1) segue che 

vale P_((0,1),9) su X((0,1)) = { veCÌ([0,1]) : v(1)=0 }. 

D’altra parte, se per una fissata ueC(B) definiamo 

vg00) := u(x) = u(rd) con r = |x| e 9 = TT 

abbiamo che vg €X((0,1)) per ogni deoB . 

In particolare esiste una costante positiva c=c(pu) tale che per ogni 

1 
ueC (B) 

1 1 1 
Il |u(r®)|Pg(r)dr = i} |vs(P)|Pg(mdr <c ij A (r)|Pg(r)dr = 

o O) o 
1 

“c f | Du(r8)|Pg(r)dr per ogni 9esB . 
0 n 

Integrando allora in coordinate polari otteniamo che 

1 
Î |u|Padx = Î v(38)H 09( |u(r®)|Pg(r)dr < 

B 8B, a o 
n 

ni 

c| von (29) |Du(rd)|Pe(r)dr = e f[pulPaax, 
oB_ seit: B, 

per ogni ueC (B_) e dunque la tesi. m 

Osservazione 1.2 : Sia XeLI SB ), A > 0 q.o. su B, ragionando come 
le] n 

nella prima parte della dimostrazione della Proposizione 1.1 otteniamo 

che condizione necessaria affinchè sa, (B_74) valga in c(B ) è che 
»9 n 



1 p-l 
1 r = 1 a sup [(/ ({ p(0.0H,(40)) 0]! ({ ({ v(0,9)H, (49) " 40]? ]co. 

aB aB 
n n 

dove (0,8) := Apd)p"". 

Osservazione 1.3 : Nelle stesse ipotesi della Proposizione 1.1, allora 

la condizione (1.9) è necessaria e sufficiente affinchè 7 (B_A) 
P,q 

valga in X(B ) := { ueC'(B ) : u radiale }. 
n 0 n 

Osservazione 1.4 : Siano A e H come nella (1.5). Supponiamo che 

XeL' (B), pPPeLr 1) (0<r < 1) e loc n (0) (e) 

rem u(r)e* sia strettamente crescente su (or) s 

Allora è facile provare che la (1.8) risulta verificata e dunque 

P (B_,A) vale in CUB ). 
p_n 0 n 

Rx -n-1 È va | e ; si verifica 
Osservazione 1.5 : Siano p_= 2, Ax) = |x 

sfruttando l’Osservazione 1.4 che P_(B_,A) vale in CB). 

D’altra parte si può verificare che per A non vale la (1.9) se p = 2 e 

q = 2k con k >» 1, 

Pertanto P (B ,A) vale in cl(B ) se k = 1, ma non vale per k > 1. 2,2k n o n 

Osserviamo inoltre che la misura m := Adx su R" non verifica la 

"doubling condition", cioe non esiste una costante positiva c tale che 

m(B, (x)) = Î Ady < c m(B(x)) = c I Ady vYxeR", vr>0 di B_ (x) i B_(x) 

(dove B(x) denota la palla di centro x e raggio p in R"). 

Diamo ora il controesempio alla disuguaglianza di Poincarè nel caso di 

A p-peso (vedi [SC], Proposizione 1.3). 
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Sia g : [0,+0) > [0,+c) la funzione definita da 

+0 

nai dol» ) 900) 
h=0 

> [0,+%) (h=0,1,...) sono definite da dove Pi [0,+%0) 

(0) o<r<2"" 0 r=2 

-h-3)2 2 
-Bh _ {_r-52 Le 973 - h-3 

(.11) p_(r):=l “ (1 | -h33 le A 
-h-3\2 2 

gn (i Î r-72 r-7 2 bra grh3 
-h-3 

con 0<sa<fR. 

Definiamo ora la funzione à, : R" —> [0,+0) 

all xeR"\{0} 
(1.12) 2 (x) := |x|" 

(o) 

(0) x=0 

dove  : [0,+0) ——> [0,+w) è la funzione definita in (1.11). 

Proposizione 1.6 : Siano n =® 2, p > lL e e R numeri positivi 

verificanti 

a+p < B < pnl, 

n 
e sia à, : R® —> [0,+w) la funzione definita in (1.12). 

Allora A, è un p-peso su R° per cui PB i) non vale in 
n 

X(B ) := {nec} x u radiale). 
n O n 

Osservazione 1.7 : Osserviamo che (vedi [SC], Proposizione 1.2 e 1.3), 

se n > 2, p> n/(n-l) e 
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n-1 < @ < p(n-1)-1, a+p<Re< pn-l, 

allora la funzione A è un p-peso su R", continuo per cui ? (B ,A ) non (e) 
p n o 

vale in C'(B ). 
0 n 

D’altra parte, se n > 2, p > (n+1)/(n-1) e 

n<e< pin)1, otp<Be< pn-1, 

do un p-peso su R" di classe C). 

Osservazione 1.8 : Dal controesempio si può dedurre (vedi [SC], 

Osservazione 1.5) che la condizione di sommabilità (1.4) è ottimale. 

Infatti, quando pel[2,2n-1), n > 2 per ogni se [n/(n-1),+0), te (1,+0) 
1 p 1 

cono — + £ 
i n 

= » è possibile trovare, attraverso un’opporuna scelta di 

« e B, un p-peso A tale che P (B ;À ) non vale in cl(B ). (e) pP_n o 0 n 

2.UN ESEMPIO DI SOLUZIONE PATOLOGICA DI UN’EQUAZIONE ELLITICA DEGENERE. 

In questa sezione viene presentato un esempio di una soluzione 

(debole) di un problema di Dirichlet per un’equazione ellittica 

degenere, che non verifica una classica proprietà di globale 

limitatezza. 

A questo scopo introduciamo qualche definizione e qualche risultato 

preliminare. 

Sia A un p-peso su R" (cioè A soddisfi la (1.6)) e sia 2 un aperto 

limitato di R°. Denoteremo con LP(9,A) l'insieme delle funzioni 

ueLI _(9) tali che |u[PreL'(9). 

Inoltre, se A è un 2-peso su R°, denoteremo con H5(9,2) lo spazio di 

Sobolev con peso definito come il completamento di C(9) nella 

topologia indotta dalla norma 
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P 1/2 

pus (f [Du] adx] 
H_(9,A) Q 

0 

Si può provare che H5(9,2) è uno spazio di Hilbert e 

Hai) c Wa). 
0 0 

Osservazione 2.1 : Quando A non è un 2-peso la precedente immersione 

non è garantita poichè il gradiente di una funzione di H7(9,A) può non 

essere univocamente definito (vedi [FKS]) 

Infine denoteremo con H (9,1) lo spazio duale di HA). 

Sia A un 2-peso su R° e sia la I, una matrice simmetrica di 

funzioni misurabili di ordine n°, tale che esiste una costante positiva 

L= 1 per cui 

15 
(2.1) 2%) |E|? =} a, (06, s LA) |E]? quo..xeQ, VEeR". 

1;j=1 

Dal teorema di Lax-Milgram si ha che, per ogni fen(9,A), il 

problema di Dirichlet 

n 

- D (a (xX)Dv)=f 

(2.2) 1; }=1 ii J 

vel (9,4) 

ha soluzione unica. 

Molti lavori trattano dello studio del comportamento 

globale della soluzione di (2.2) sotto opportune ipotesi su A 

e ff (vedi, per esempio, [FKS], IMSI, [S] e [Mo] per la 

trattazione da un punto di vista variazionale). 

Per quanto concerne la globale limitatezza delle soluzioni di 

(2.2) ci sono, per esempio, i seguenti risultati : sia u la soluzione 
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di (2.2) con 

(29) fer ED(n). 
isl 

Allora u è in L°(9) se una delle seguenti condizioni è soddisfatta 

(vedi rispettivamente [MS] e [FKS]) 

(i) (2.4) neL°(9) e a'eL'(9) con t > n, 

n(t-1) 
t-n 

(2.5) f eL*0), 7 XF LEOAT basi ds p > 

oppure 

(ii) (2.6) A soddisfa la condizione A, (vedi (1.6)), 

(2.7) £_ 30, f A 'eL(9,1) (i=1,...n) con p > 2n-g, 

(dove € > 0 dipende solo da A) 

Proveremo che un risultato di questo tipo non vale per un 2-peso X 

quando (2.4) (rispettivamente (2.6)) non è soddisfatta, anche se 

assumiamo che (2.5) (rispettivamente (2.7)) è soddisfatta e P_(2A) 

valga in H7 (9,2). 

Sia n ® 2 e poniamo 

(o) se |x|= 0 

(2.8) A (x) := x Dig? a se 0<|x|s 1 i RT 
]x[N7? se |x|> 1 

e 

(2.9) u (x) = izte(75]) 0 <|x|<1. 

Allora A, è un 2-peso su R° di classe e positivo in R"\{0). 

Inoltre si può provare che (vedi [SC], & 2) 

(2.10) ue HB sa) e Dia per q.o.xeB . 1 O n 1 1 
n 

Dalla (2.9) e (2.10) segue che, se n > 2, 
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di Na È n-2 e = n- 
(2.11) DARA = E Dx] IT] zi |x| "MIE. 

Perciò, dalla (2.10) e (2.11), abbiamo che u, è l’unica soluzione del 

problema (2.2) con 2 = B_, a (x) = A (x) dò e 
n ij 1 ij 

n 

fa |x["%am-Mgî 1) = FD(|x|"AggÈr x). [x] TEpD = Ex" AeT] * 

Quando n > 3, f può essere considerata come una funzione di classe c° 

su Bo in modo che la condizione (2.5) valga con p = ®©; allo stesso 

tempo quando n = 2, f soddisfa la (2.7) con p = 2n. Inoltre dall’ 

Osservazione 1.4 discende che al vale in CB) e dunque per 

densità che vale anche in HB_A). 

D’altra parte dalla (2.9) risulta che u, non è in LB). 

Osservazione 2.2 : Si può verificare che nel caso p = 2, la (1.9) 

risulta verificata se e solo se 2 < q < 2n/(n-1). In particolare de 

ciò segue che ha alB ;A) non vale se q > 2n/(n-1). 
» n 
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